Baltl Tee 2017 Version: Estonian

Sore, 11. november 2017

Lahendamisaeg: 4% tundi. Kiisimusi voib kiisida esimese 30 minuti jooksul.
Kasutada vaib ainult joonestus- ja kirjutusvahendeid.

1. Olgu agy, ay, a,, ... I1dpmatu reaalarvude jada, mis kéigi positiivsete tdisarvude 7 jaoks rahuldab tingimust % >ay,.
Niita, et
Gyt apn  Gitart..tay

2 n

kehtib koigi positiivsete tdisarvude 7 jaoks.

2. Kas leidub loplik reaalarvude hulk, mille puhul nende arvude summa on 2, nende arvude ruutude summa 3, kuupide
summa 4, ...ja iiheksandate astmete summa 10?

3. Tahvlil on positiivsed mitte tingimata erinevad tdisarvud x;, ..., x,,. On teada, etiga arv F, ..., Fy;g on esitatav iihe voi
enama tahvlil oleva arvu summana. Mis on m vihim voimalik vadrtus?

(R, ..., Bgg on siinkohal esimesed 2018 Fibonacci arvu: F, = F =1, F,; = F. + F._; iga k > 1 jaoks.)

4. Lineaarne k muutuja vormon avaldis kujul P(x,, ..., x;)=a, x; +...+ay x;, kus a,, ..., a; on reaalarvulised konstandid.
Toesta, et leiduvad positiivne tdisarv n ja lineaarsed 2017 muutuja vormid P,, ..., P,, nii et vdrdus

X1 Xp i Xoor7 = Pi(X1, e, X017)?0 o Py, Xog17)20H
kehtib koigi reaalarvude x;,.. ., X597 korral.
5. Leia koik funktsioonid f : R — R, mille puhul
fEEV)=Fxy)+yf(f(x)+y)
kehtib koigi reaalarvude x ja y korral.

6. Ruudustikku suurusega 4 x 4 on asetatud viisteist kivi nii, et igas ruudus peale iihe on iiks kivi. Iga kahe korvutiasetseva
(ihise kiiljega ruudus oleva) kivi puhul vdib tiks kivi hiipata teisest iile teisel pool asetsevasse ruutu, kui vastav ruut on tiihi.
Kivi, millest iile hiipati, eemaldatakse méngulaualt.

X[ =[x

Missugused ruudud véivad olla algseks tithjaks ruuduks, et oleks voimalik eemaldada kéik kivid peale {ihe?

7. Kolmekiimne tipuga téieliku graafi iga serv on vérvitud kas punaseks voi siniseks. On lubatud valida servadest moodus-
tunud kolmnurk, mille koik kiiljed ei ole iihte vdrvi, ja muuta kahe serva vérve nii, et kolmnurga koik kiiljed oleksid sama
varvi. Toesta, et seda operatsiooni korrates on voimalik kogu graaf iihte vérvi virvida.

(Taielik graaf on graaf, kus iga kahe tipu vahel on serv.)

8. Maleratsu on vigastanud iiht jalga ja lonkab. Ta teeb vaheldumisi tavalisi kdike ja lithikesi kdike, kus ta liigub diagonaal-
selt kdrvuti asetsevasse ruutu.

L
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Ratsu liigub malelaual suurusega 5 x 6 ja alustab tavalise kdiguga. Mis on suurim arv kédike, mida ta teha saab, kui ta ei tohi
kiilastada iihtegi ruutu (sealhulgas ruutu, kust alustab) rohkem kui tihe korra ja v6ib vabalt valida ruudu, kust alustab?

9. Kutsume positiivset tdisarvu n taanipdraseks, kui korrapérast kuusnurka on voimalik jaotada n kongruentseks (vord-
seks) hulknurgaks. Toesta, et leidub 16pmata palju positiivseid tdisarve n, mille puhul nii 7 kui ka 2" + n on taanipérased.

10. Pédkapikkja sabot66r ehitavad miiiiri. Pakapikul on varu rohelisi kuubikujulisi ehitusklotse ja sabot66ril punaseid, kdik
tihesuurused. Maapinnale on klotside paigutamiseks joonistatud m iihes reas olevat ruutu. Pakapikk ja sabotdor asetavad
kordam66da klotse, kas maapinnale mérgitud kohale voi méne juba asetatud klotsi peale, nii et ihegi klotsidest torni kor-
gus ei oleks korgem kui 7 klotsi. Pakapikk paneb paika esimese klotsi.

Pékapikk veab kihla, et ta suudab moodustada rohelise rea, s.t. olukorra, kus kdik m iihel korgusel olevat klotsi on
rohelised. Sabott6r veab kihla, et suudab péakapikku takistada. Leia koik positiivsete tdisarvude paarid (m, n), mille puhul
pakapikk suudab kindlustada kihlveo voidu.
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11. Olgu H ja I vastavalt teravnurkse kolmnurga ABC korguste 16ikepunkt ja siseringjoone keskpunkt. Kolmnurga BCI
timberringjoon 16ikab 16iku AB punktist B erinevas punktis P. Olgu K punkti H projektsioon sirgele Al ja Q punkti P
peegeldus K suhtes. Toesta, et punktid B, H ja Q asuvad iihel sirgel.

12. Sirge ¢ puutub ringjoont S; punktis X ja ringjoont S, punktis Y. Sirge m on paralleelne sirgega ¢ ning 16ikab ringjoont
Si punktis P ja ringjoont S, punktis Q. Tdesta, et suhe | X P|/|Y Q| ei s6ltu sirge m valikust.

13. Olgu ABC kolmnurk, milles ZABC = 60°. Olgu I ja O vastavalt tema siseringjoone ja iimberringjoone keskpunktid.
Kolmnurga ABC timberringjoone kaare BC, mis ei sisalda punkti A, keskpunkt on M. Leia ZBAC, kui on teada, et |[M B| =
|O1I].

14. Olgu P punkt terava nurga ZBAC sees, kusjuures ZABP = ZACP =90°. Loikudel BA ja C A voetakse vastavalt punktid
D ja E selliselt, et |BD|=|BP|ja|CP|=|CE]|. Loikudel AC ja AB voetakse vastavalt punktid F ja G selliselt,et DF L ABja
EG L AC. Toesta, et |PF|=|PG]|.

15. Olgu n > 3 tédisarv. Mis on tasandilise n-nurga suurim voimalik sisenurkade arv, mis on suuremad kui 180 kraadi, kui
on teada, et n-nurk ei 16ika iseennast ning kdik tema kiiljed on vordse pikkusega?

16. Kasiga inimeste grupijaoks on voimalik valida positiivne tdisarv N ning madrata igale inimesele positiivne tdisarv nii,
et iga kahe inimese jaoks jagub nende inimeste arvude korrutis arvuga N parajasti siis, kui nad on sobrad?

17. Tee kindlaks, kas vorrandil
xt+y =z1+7

leidub 16pmata palju lahendeid positiivsetes tdisarvudes.

18. Olgu p > 3 algarvjaolgu a;,ay,...,a =) arvude 1,2,..., 2= permutatsioon. Milliste arvude p korral on alati voimalik

—1
2
kindlaks teha jédrjend ay, Gy, ..., Ap1, kui koigi i, j € {1,2,...,"’7_1
arvuga p?

} jaoks, kus i # j, on teada korrutise a;a; jadk jagamisel

19. Tdisarvu n > 1 jaoks tdhistagu a(n) lilekannete arvu, mida tuleb teha arve 2017 ja n - 2017 liites. Esimesed vaartused
ona(l)=1, a(2)=1, a(3) =0, nagu nédha jargnevast:

001 001 000
2017 4034 6051
+2017 +2017 +2017
=4034 =6051 =8068
Toesta, et
102017 —1

al)+a@)+...+a(10*" —2)+a(10*" -1)=10- 3

20. Olgu S koigi selliste jirjestatud paaride (a, b) hulk, kus 0 < 2a < 2b < 2017 on tidisarvud ning a? + b? on arvu 2017

kordne. Toesta, et
1
-l
(a,b)es (a,b)es



