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Sore, 2017 m. lapkricio 11 d.

Laikas sprendimui: 4 val. 30 min.  Klausimus galima uzduoti per pirmasias 30 minuciy.
Leidziama naudotis tik rasymo ir braizymo priemonémis.

1 uzdavinys. Realiyjy skaiciy begaliné seka ag, a;, dy, ... tenkina salyga: “=17%:

dykite, kad visiems naturaliesiems n galioja nelygybé

> a,, visiems naturaliesiems n. [ro-

ag+ a, > at+a+..+a,

2 n

2 uzdavinys. Ar egzistuoja baigtiné realiyjy skaiciy aibé, kurios elementy suma lygi 2, elementy kvadraty suma lygi
3, elementy kuby suma lygi 4, ..., elementy devintyjy laipsniy suma lygi 107

3 uzdavinys. Lentoje uzrasyti naturaliejii skaiciai xi,...,x,, (nebutinai skirtingi). Kiekvienas i$ skaiciu F, ..., Fos
yra vieno ar daugiau uzraSytyjy skaic¢iy suma. Kokia yra maziausia galima skaic¢iaus m reikSme?
(Cia R, ..., Egig yra pirmieji 2018 Fibonacio sekos skai¢iy: F = F =1; Fey = F.+ Fe_y, kai k> 1.)

4 uzdavinys. Reiskinys P(xy,...,X;) = a;x; +...+ arx, kur a,,...,a; yra duotos realiosios konstantos, vadinamas k
kintamujuy tiesine forma. Irodykite, kad egzisuoja tokie naturalusis skaic¢ius n ir 2017-os kintamuyjy tiesinés formos

p,...,P,, kad lygybé

_ 2017 2017
xl'xZ‘...‘xZ017—P1(xl,...,xZ017) +...+Pn(x1,...,x2017)

galioja su visais realiaisiais skaiciais Xi,..., X2017-

5uZdavinys. Raskite visas funkcijas f :R— R, kurioms lygybé

FEY)=fxy)+yf(f(x)+y)

galioja su visais realiaisiais skaiciais x ir y.

6 uzdavinys. ] 4x4 lentos 15 langeliy padéta po saske, o vienas langelis paliktas tusc¢ias. Jei dvi Saskés yra gretimuose
(bendra kraStine turinciuose) langeliuose, tai viena i$ dvieju Saskiy gali persokti per kita j prieSinga gretima langelj,
jei tik jis tuscias, o Saske, per kurig perSokama, tada nuimama (7r. pav.).

X[~ [ [ X

Atliekant éjimus, ant lentos palikta vienintelé Saské. Nustatykite galimas pradinio tuscio langelio padétis.

7 uzdavinys. Pilnojo grafo, turin¢io 30 virsuniy, kiekviena briauna nudazyta arba raudonai, arba mélynai. Ejimo
metu leidziama pasirinkti bet kurj trikampj su skirtingy spalvy krastinémis ir perdazyti jo dvi tos pacios spalvos
krastines, kad visas trikampis tapty vienspalvis. Jrodykite, kad atliekant éjimus visa grafa galima padaryti vienspalvj.

(Grafas vadinamas pilnuoju, jei kiekvienas dvi jo virSunes jungia viena briauna.)

8 uzdavinys. Sachmaty Zirgas yra raiSas, todél po kiekvieno savo jprasto ¢jimo atlieka trumpa éjima, kurio metu
persoka i gretima langelj, esantj toje pacioje jstrizainéje (Zr. pav.), o po kiekvieno trumpo — vél jprasta.

v £ 4
A rA
Iprastas éjimas Trumpas éjimas

Raisasis zirgas juda 5 x 6 languota lenta, jo pirmasis éjimas jprastas. Kiek daugiausiai éjimy gali atlikti zirgas, jei gali
pasirinkti savo pradinj langelj ir jokiame langelyje (jskaitant pradinj) jis negali buti daugiau nei viena sykij?

9 uzdavinys. Naturalyjj skaiciy n vadinsime soriskuoju, jei taisyklingaji Sesiakampj jmanoma padalyti i n lygiy
daugiakampiy. Irodykite, kad yra be galo daug naturaliyjy skai¢iy n, kuriems skaiciai n ir 2" + n abu yra soriskieji.



Version: Lithuanian

10 uzdavinys. Konstrulis ir Destrulis stato siena. Konstrulis turi zaliy kubiniy plyty atsargas, o Destrulis — raudony;
visos judvieju plytos yra to paties dydzio. Ant Zemés kreida nubrézta m kvadraty, esanciy vienoje eiléje bei zyminciy
plyty vieta. Konstrulis ir Destrulis pakaitomis atlieka éjimus, kiekvieno éjimo metu padédami po viena savo plyta
arba tiesiai ant nubrézto kvadrato, arba ant kitos jau padétos plytos; viena ant kitos sudéty plytu bokste negali buti
daugiau nei n plyty. Pirmaja plyta deda Konstrulis.

Konstrulis susilazino, kad jam pavyks gauti zaliy plyty sluoksnj sienoje, t. y. pasiekti, kad visos m plyty tam
tikrame aukstyje buty zalios. Destrulis tikisi sutrukdyti Konstruliui. Nustatykite visas naturaliyjy skaic¢iy poras
(m, n), kurioms Konstrulis gali uzsitikrinti pergale lazybose.

11 uzdavinys. Smailiojo trikampio ABC aukstiniy ir pusiaukampiniy sankirtos taskai atitinkamai pazyméti H ir I.
Trikampio BCI apibréztinis apskritimas kerta atkarpa AB taske P # B. Taskas K yra statmens, iSvesto is H j tiese Al
pagrindas; taskas Q yra simetriskas taskui P tasko K atzvilgiu. Irodykite, kad taskai B, H ir Q yra vienoje tieséje.

12 uzdavinys. Tiese ¢ liecia apskritima S; taske X, o apskritima S, — taske Y. Nagrinékime tiese m, lygiagrecia su ¢,
ir tarkime, kad ji kerta S; taske P ir kerta S, taske Q. Irodykite, kad santykio XP/Y Q reikSmé nepriklauso nuo tiesés
m parinkimo.

13 uzdavinys. Duotas trikampis ABC, kuriame ZABC =60°. Trikampio ABC jbréztinio ir apibréztinio apskritimy
centrai atitinkamai pazymeéti I ir O. Taskas M trikampio ABC apibréztinio apskritimo lanka BC, kuriam nepriklauso
taskas A, dalija pusiau. Nustatykite ZBAC, jei MB=O0I.

14 uzdavinys. Smailiojo kampo BAC viduje pazymétas toks taskas P, kad ZABP = ZACP =90°. Atkarpose BA ir
C A atitinkamai pazymeti tokie taskai D ir E, kad BD =BP ir CP=CE. Atkarpose AC ir AB atitinkamai pazymeéti
tokie taskai F ir G, kad tiesés DF ir AB yra statmenos bei tiesés EG ir AC yra statmenos. [rodykite, kad PF = PG.

15 uzdavinys. Duotas naturalusis skaicius n > 3. Kiek daugiausiai vidiniy kampy, didesniy nei 180°, gali turéti
n-kampis (esantis plokStumoje), kuris nekerta saves ir kurio visos krastinés lygios?

16 uZdavinys. Ar bet kokiai zmoniy grupei galima taip parinkti naturalyjj skai¢iy N ir kiekvienam grupés zmogui
priskirti po naturalyjj skaiciy, kad grupéje bet kuriy dviejy zmoniy skaiciy sandauga dalytysi i N tada ir tik tada,
kai jie yra draugai?

17 uzdavinys. Nustatykite, ar lygties
t+yd=z147

naturaliyjy sprendiniy skaic¢ius yra begalinis.

18 uzdavinys. Skaicius p > 3 yra pirminis. Skaicius 1,2,...,’77_l surasant tam tikra tvarka, gaunamas juy kélinys

. e . . . e .. -1
ay, a,...,aps. Kurioms p reikSméms visada jmanoma atkurti seka a;,a,,...,ap-1, jei tik visiems i, j € {1,2,...,p7 ,
2 2

kuriems i # j, Zinoma skaiciaus a;a; liekana moduliu p?

19 uzdavinys. Kiekvienam naturaliajam n skaic¢ius a(n) parodo, kiek karty skaitmenj reikia palikti mintyse ir pridéti
kitoje skiltyje, stulpeliu sudedant skacius 2017 ir n-2017. Pavyzdziui, a(1)=1, a(2)=1, a(3)=0, nes:

001 001 000
2017 4034 6051
+2017 +2017 +2017
=4034 =6051 =8068
Irodykite, kad

102017 -1

al)+a)+...+a(10°7 —2)+a(10*°'" —1)=10 5

20 uzdavinys. Aibe S sudaro visos sutvarkytos naturaliyju skaic¢iy poros (a, b), kurioms 2a < 2b <2017 ir kurioms
a®+ b? dalijasi i$ 2017. Jrodykite, kad
1
Sa-ly

(a,b)eS 2 (a,b)eS



