Baltic Way 2017 Version: Polish

Sorg, 11 listopada, 2017

Czas pracy: 4.5 godziny.
Pytania mozna zadawac¢ w ciagu poczatkowych 30 minut.
Dopuszczalne jest posiadanie jedynie przyboréw do pisania i rysowania.

Problem 1. Niech ag, a;, a,, ... bedzie nieskoficzonym ciagiem liczb rzeczywistych spetniajacych warunek =39 > g,
dla wszystkich dodatnich liczb catkowitych n. Udowodnié, ze
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zachodzi dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n.

Problem 2. Czy istnieje skoniczony zbi6r liczb rzeczywistych, ktérych suma wynosi 2, suma ich kwadratéw wynosi 3, suma
ich szeScianéw wynosi 4, ..., oraz suma ich dziewiatych poteg wynosi 10?

Problem 3. Dodatnie liczby catkowite x;,..., x,, (niekoniecznie ré6zne) zostaly napisane na tablicy. Wiadomo, ze kazda
zliczb F, ..., By 3 moze by¢ przedstawiona jako suma jednej lub wiecej z liczb napisanych na tablicy. Jaka jest najmniejsza
mozliwa warto$¢ liczby m?

(R, ..., Bgig sa pierwszymi 2018 liczbami Fibonacciego: F =F =1, ., =F.+F_;dlak>1.)

Problem 4. Liniowq formaq k zmiennych nazwiemy wyrazenie postaci P(x, ..., Xi) = a; X; +...+a; x; dla pewnych rzeczy-
wistych statych ay, ..., a;. Udowodni¢, ze istnieje dodatnia liczba catkowita n oraz liniowe formy P,, ..., P, 2017 zmiennych,
takie ze dla kazdych liczb rzeczywistych x;, ..., X,;7 zachodzi réwnos¢

2017 2017

xl-xg-...-x2017=P1(x1,...,x2017) +...+Pn(x1,...,x2017) .

Problem 5. Znajdz wszystkie funkcje f : R — R, takie Ze dla wszystkich liczb rzeczywistych x, y zachodzi réwnos¢

FEY)=Fxy)+yf(F(x)+y)

Problem 6. Pietnascie kamykéw rozmieszczono na planszy 4 x 4, kazdy na innym polu. Pozostale pole zostalo puste. Jezeli
dwa kamyki stojg na sgsiednich polach (posiadajacych wspélny bok), jeden z nich moze przeskoczy¢ nad drugim, ladujac
na przeciwlegtym polu, pod warunkiem, Ze jest ono wolne. Przeskoczony kamyk zostaje zdjety z planszy.
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Dla ktérych poczatkowych pozycji pustego pola jest mozliwe uzyskanie stanu z jednym kamykiem na planszy?

Problem 7. Kazda krawedz pelnego grafu na 30 wierzchotkach zostata pokolorowana na czerwono lub niebiesko. Doz-
wolone jest wykonywanie operacji wyboru tréjkata, ktéry nie jest jednokolorowy i zmiany koloru jego dwéch krawedzi tego
samego koloru w celu uzyskania jednokolorowego tréjkata. Udowodni¢, ze uzywajac wielokrotnie tej operacji mozemy do-
prowadzi¢ do stanu, w ktérym wszystkie krawedzie beda tego samego koloru.

(Graf pelny to graf, w ktérym kazde dwa wierzchotki sg potaczone krawedzia.)

Problem 8. Konik szachowy skrecit swojg nézke i kuleje. Naprzemiennie wykonuje zwykle i krétkie ruchy, gdzie krétki
ruch to przeskoczenie do pola sasiadujacego po skosie.
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Kulejacy konik porusza sie po planszy 5 x 6, rozpoczynajac od zwyklego ruchu. Wyznaczy¢ najwieksza mozliwa liczbe
ruchéw, ktére mozna on wykonac, nie odwiedzajac zadnego pola (wlaczajac poczatkowe) wiecej niz raz.

Problem 9. Nazwijmy liczbe catkowita dodatnia n duriska, jezeli szeSciokat foremny moze by¢ podzielony na n przysta-
jacych wielokatéw. Udowodni¢, Ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb catkowitych dodatnich n, takich ze zar6wno n oraz
2" 4+ n sg dunskie.
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Problem 10. Kreator i Psuj buduja $ciane. Kreator ma zapas zielonych szeScianikéw, a Psuj zapas czerwonych. Wszystkie
sze$cianiki majg ten sam rozmiar. Na ziemi zaznaczono kredg w jednym rzedzie m kwadratéw. Kreator i Psuj naprze-
miennie umieszczajg po jednym szeScianiku na jednym z zaznaczonych kwadratéw lub na wierzchu wcze$niej potozonego
szeScianika w taki sposéb, aby wysokos¢ tej kolumny nie przekraczata n. Kreator rozpoczyna budowanie.

Kreator twierdzi, ze jest w stanie zbudowac zielonyrzad, to znaczy rzad m zielonych sze$cianikéw na pewnej wysokosci.
Psuj twierdzi, ze jest w stanie przeszkodzi¢ mu w tym. Wyznaczy¢ wszystkie pary (m, n) liczb catkowitych dodatnich,
dla ktérych Kreator ma racje.

Problem 11. Niech H bedzie ortocentrum tréjkata ostrokatnego ABC, a I Srodkiem okregu wpisanego w ten tréjkat. Okrag
opisany na tréjkacie B C I przecina odcinek AB ponownie w punkcie P r6znym od B. Niech K bedzie rzutem H na Al oraz
niech Q bedzie odbiciem P wzgledem K. Udowodni¢, ze B, H oraz Q sa wsp6lliniowe.

Problem 12. Prosta ¢ jest styczna do okregu S; w punkcie X oraz do okregu S, w punkcie Y. Prosta m réwnolegta do ¢
przecina S; w punkcie P i S, w punkcie Q. Udowodnic¢, Ze stosunek X P/Y Q nie zalezy od wyboru m.

Problem 13. Niech ABC bedzie tréjkatem, w ktérym ZABC = 60°. Niech I oraz O beda odpowiednio srodkiem okregu
wpisanego w tréjkat ABC oraz Srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC. Niech M bedzie srodkiem tuku B C okregu
opisanego na ABC, kt6ry nie zawiera punktu A. Ponadto zachodzi M B = OI. Wyznaczy¢ miare ZBAC.

Problem 14. Niech P bedzie punktem wewnatrz ostrego kata ZBAC. Zat6zmy, ze ZABP = ZACP =90°. Punkty D i E lezg
odpowiednio na odcinkach BA oraz CAizachodzi BD = BP oraz CP = CE. Punkty F i G leza odpowiednio na odcinkach
AC oraz AB. Ponadto DF jest prostopadte do AB oraz E G jest prostopadie do AC. Udowodni¢, ze PF = PG.

Problem 15. Niech n > 3 bedzie liczba catkowita. Wyznaczy¢ najwigksza mozliwg liczbe wewnetrznych katéw wiekszych
niz 180° w n-kacie bez samoprzecie¢ o bokach réwnej dlugosci.

Problem 16. Czy dlakazdej grupy os6b istnieje dodatnialiczba catkowita N i przyporzadkowanie osobom liczb catkowitych
dodatnich, w ktérym dla kazdej pary sposréd tych oséb znaja sie one wtedy i tylko wtedy, gdy iloczyn liczb im przyporzad-
kowanych jest podzielny przez N?

Problem 17. Rozstrzygnaé, czy réwnanie
xt+yd=z147
ma nieskoniczenie wiele rozwigzan w liczbach catkowitych dodatnich.

Problem 18. Niech p > 3 bedzieliczba pierwszg orazniech a,, a,,...,a =] bedzie permutacjaliczb 1,2, ..., pT_l. Dlaktérych p
ciaga,,a,,...,a =] jest jednoznacznie wyznaczony, jezeli dla wszystkich i, j € {1,2,..., ’”T_l} spelniajacych i # j jest znana
warto$¢ a;a; modulo p?

Problem 19. Dlaliczby calkowitej dodatniej n niech a(n) oznacza sumaryczna liczbe przeniesienn w dodawaniu pisemnym

2017 oraz n-2017. Poczatkowe wartoS$ci tego ciaggu sa zadane przez a(1) =1, a(2) =1, a(3) = 0, co moze by¢ zaobserwowane
z nastepujacych dziatan:

001 001 000
2017 4034 6051
+2017 +2017 +2017
=4034 =6051 =8068
Udowodnic, ze

102017 -1
9 .

Problem 20. Niech S bedzie zbiorem wszystkich uporzadkowanych par (a, b)liczb catkowitych, takich ze 0 < 2a < 2b <2017
oraz a® + b? jest wielokrotnoscig 2017. Udowodnic, ze

Sa=23b.

(a,b)eS 2 (a,b)es

a(l)+a@)+...+a(10*7 —2)+a(10*" —1)=10



