Baltic Way 2017 Version: Swedish

Sorg, 11 november 2017

Skrivtid: 4.5 timmar.
Fragor kan stéllas under tiavlingens forsta 30 minuter. Endast rit- och skrivdon tillatna.

Problem 1. Lét ay, a,, a,,... vara en oandlig reell talfoljd med egenskapen att % > a, for alla positiva heltal n. Visa
att
Gt apn  Gitapt..tay
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giller for alla positiva heltal 7.

Problem 2. Existerar det en dndlig méangd av reella tal av sddan beskaffenhet, att summan av talen dr 2, summan av deras
kvadrater 3, summan av deras kuber 4, ..., och summan av deras niondepotenser 10?

Problem 3. En samling positiva heltal x,,..., x,, (ej nodvandigtvis olika) star skrivna pd en svart tavla. Det &dr kdnt, att vart
och ett av Fibonacci-talen F,,..., B3 kan erhéllas som en summa av ett eller flera tal pa tavlan. Vilket 4r minsta mojliga
virde pa m?

(Fibonacci-talen definierasav F = F,=1och F,;, = F. + F._; for k> 1.)

Problem 4. En linjdr form i k variabler &r ett algebraiskt uttryck pé formen P(x,,...,x;) = a; X, + -+ + ay x; med reella

koefficienter ay, ..., ay.
Bevisa, att det existerar ett positivt heltal n och linjara former P,,..., P, i 2017 variabler, sddana att

_ 2017 2017
X1 X Xoo7 = Py (X105 X0017)" 0+ PylXy, ., Xogr7)

giller for alla reella tal x1,..., Xo917.

Problem 5. Sok samtliga funktioner f: R — R, som uppfyller

fEPN)=Flxy)+y f(f(x)+y)
for allareella tal x och y.

Problem 6. Femton stenar arrangeras pa ett 4 x 4-rutnét, en i varje ruta, medan en ruta lamnas tom. Nérhelst tvé stenar
befinner sig pa angrdansande rutor (med gemensam kant), fir den ena hoppa 6ver den andra till den angrédnsande rutan pa
andra sidan, férutsatt denna dr tom. Den 6verhoppade stenen avldgsnas fran bradet:

X[ =[x

Var kan den ursprungliga tomma rutan befinna sig, om slutligen en enda sten skall kunna kvarsta?

Problem 7. Varje bage i en fullstdndig graf pa 30 noder har fargats antingen rod eller bla. Det ar tillatet, att vélja en tvafargad
triangel och byta firg pé de tva bdgarna med samma férg, sa att triangeln blir enfirgad. Bevisa, att upprepad anvindning
av denna operation ricker for att firga hela grafen i en och samma férg.

(I en fullstandig graf &r varje par av noder (horn) f6rbundna med en bage (kant).)

Problem 8. Schackhisten (springaren) har blivit lytt och halt till f6ljd av en kndskada. Varannat drag ar darfor ett traditio-
nellt drag, och varannat ett kort drag, dér forflyttningen sker till en diagonalt angrdansande ruta.
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Traditionellt drag Kort drag
Den halta histen ror sig pa ett schackbréde av storlek 5 x 6, och inleder med ett traditionellt drag. Hur manga drag kan den
som mest gora, fran valfri startruta, saframt ingen ruta (dven den forsta) mé beskas mer &dn en gang?

Problem 9. Ett positivt heltal zn dr danskt, om en regelbunden hexagon later sig uppdelas i n kongruenta polygoner. Bevisa,
att bdde n och 2" + n dr danska fo6r odndligt ménga val av positiva heltal 7.
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Problem 10. Uno och Fia bygger en mur. Uno har ett férrdd av grona kubiska byggstenar och Fia ett forrdd av roda stenar,
samtliga av identisk storlek. P4 marken har en rad av m kvadrater uppritats i krita for att markera murens plats. Uno och
Fia turas nu om att utplacera en sten var, antingen direkt pa en av dessa kvadrater, eller ocksé ovanpéa en redan utlagd sten.
Hojden av varje kolumn ma dérvidlag aldrig 6verstiga n. Uno ldgger forsta stenen.

Uno slar vad om, att han skall kunna dstadkomma en gron rad av m stenar pa samma héjd. Fia stravar efter att férhindra
detta. Bestdm alla par (m, n) av positiva heltal, for vilka Uno kan forsdkra sig om att vinna vadet.

Problem 11. Lét H och I beteckna hojdernas skdrningspunkt respektive inskrivna cirkelns medelpunkt i den spetsvinkliga
triangeln ABC. Omskrivna cirkeln till triangeln BC skér strackan AB i punkten P, skild fran B. Lat K vara projektionen
av H pa Al, och lat Q vara spegelbilden av P i K. Visa, att B, H och Q ligger pa rat linje.

Problem 12. Linjen / tangerar cirkeln S; i punkten X och cirkeln S, i punkten Y. Vi drar linjen m, parallell med I, som
skér S, i en punkt P och S, i en punkt Q. Bevisa, att forhédllandet X P/Y Q dr oberoende av valet av m.

Problem 13. Betrakta en triangel ABC, ivilken ZABC =60°.Lat I och O beteckna inskrivna respektive omskrivna cirkelns
centrum. Lat M vara mittpunkten pa den bage B C avden omskrivna cirkeln till AB C, som ej innehéller punkten A. Bestim
ZBAC, givetatt MB=0I.

Problem 14. Betrakta en punkt P inuti en spetsig vinkel ZBAC. Antag att ZABP = ZACP =90°. Punkterna D och E, pa
strackorna BA respektive CA, dr sddana att BD = BP och CP = CE. Punkterna F and G, pé strdckorna AC respektive AB,
dr sddana att D F ar vinkelrdt mot AB, och E G ar vinkelriat mot AC. Visa att PF = PG.

Problem 15. Lat n > 3 vara ett heltal. Betrakta en liksidig n-horning i planet, som icke skar sig sjélv. Vilket dr det maximala
antalet inre vinklar, som kan vara reflexvinklar (storre 4n 180°)?

Problem 16. Ar det méjligt, for en godtycklig samling personer, att vilja ett positivt heltal N och tilldela varje person ett
positivt heltal av sddan beskaffenhet, att produkten av tva personers tal &r delbar med N om och endast om de &r vianner
med varandra?

Problem 17. Avgor, huruvida ekvationen
x'+y =z1+7

har ett odndligt antal positiva heltalslosningar.

Problem 18. Lat p > 3 vara ett primtal och a;, a,,...,a 1 en permutation av 1,2, ..., ’%l. For vilka p ar det alltid méoijligt,

att deducera sekvensen ay, ..., aps utifran vetskap om resterna av a;a; modulo p férallai,j=1,2,..., pT_l med i # j?

Problem 19. For varje heltal n > 1, 1at a(n) beteckna antalet minnessiffror, som krévs vid addition av 2017 till - 2017. De
forsta vardena ges av a(1) =1, a(2) =1, a(3) =0, vilket avladses fran féljande uppstéllningar:

001 001 000

2017 4034 6051
+2017 +2017 +2017
=4034 =6051 =8068

Bevisa att
102017 -1

a()+a2)+-+a(10®7 =2)+a(10**"—1)=10- 5

Problem 20. Lét S vara mingden av ordnade heltalspar (a, b) satisfierande 0 < 2a < 2b < 2017, och sddana att a® + b? 4r
en multipel av 2017. Bevisa att
1
Sa=)3

(a,b)eS (a,b)esS



